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Résumé :
Yuse et Sano (1993) ont mis en évidence des instabilités dans la propagation quasi-statique de fissures sous
l’effet de contraintes thermiques. Plusieurs approches théoriques ont été proposées pour expliquer leurs résultats.
Toutefois, les arguments utilisés sont toujours plus ou moins indirects. En utilisant les seuls critères usuels de
propagation des fissures (critère d’Irwin et principe de symétrie locale), nous écrivons une équation d’évolution
pour une perturbation de petite amplitude et de forme arbitraire. L’étude de cette équation permet de déterminer
le seuil d’instabilité.
Abstract :
Yuse and Sano (1993) have observed instabilities in the quasi-static propagation of cracks under thermal stresses.
Several theoretical approaches have been proposed to explain their results. However, these appproaches always
rely on more or less indirect arguments. Using only the usual crack propagation criteria (Irwin criterion and
principle of local symmetry), we write an evolution equation for a small perturbation of arbitrary shape. The
instability threshold can be determined by analyzing this equation.
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1 Introduction
Dans les expériences de Yuse et Sano (1993), une bande de verre mince dans laquelle une
fracture a été amorcée passe d’un four à un bain d’eau froide (voir la figure 1). Les paramètres
de contrôle de l’expérience sont la largeur 2b de la bande, la différence de température ∆T entre
le four et le bain froid, et la vitesse d’avancement v. Si la vitesse d’avancement de la bande est
faible, la fissure ne se propage pas. Au-dessus d’un premier seuil de vitesse, la fissure se propage
en ligne droite sous l’effet des contraintes thermiques. Au-delà d’un second seuil, la fissure se
met à osciller. A des vitesses encore plus élevées, on observe des oscillations irrégulières et,
dans certains cas, la formation de plusieurs branches. Ces régimes bien reproductibles sont
décrits de façon détaillée par Yuse et Sano (1997), Ronsin et Perrin (1998), et Yang et Ravi-
Chandar (2001).
Dans ce qui suit, on considérera le problème idéalisé d’une bande infinie contenant une frac-
ture semi-infinie. On supposera que la température est uniforme dans l’épaisseur de la bande, et
que celle-ci est dans un état de contraintes planes, ce qui conduit à un problème effectivement
bi-dimensionnel. Dans le cadre de la mécanique de la rupture fragile, le comportement d’une
fissure est déterminé par le comportement singulier du champ des contraintes au voisinage de
sa pointe :
σij(r, φ) =
KI√
2πr
f Iij(φ) +
KII√
2πr
f IIij (φ) +O(1), (1)
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FIG. 1 – Représentation schématique de l’expérience de Yuse et Sano (1993)
où f Iij(φ) et f IIij (φ) sont deux fonctions universelles. KI et KII sont les facteurs d’intensité des
contraintes. Pour que la fissure se propage, elle doit satisfaire le critère d’Irwin KI = KIc, où
KIc est la ténacité du matériau. Enfin, lorsque la fracture se propage, la direction de propagation
satisfait le principe de symétrie locale KII = 0 introduit par Gol’dstein et Salganik (1974).
En ce concerne les expériences de Yuse et Sano (1993). Marder (1994) a déterminé le
seuil de propagation en calculant KI pour une fissure rectiligne centrée. Il a également pro-
posé d’utilisé le critère de stabilité obtenu par Cotterell et Rice (1980) pour une fissure dans
une plaque infinie, mais celui-ci conduisait à des conclusions en contradiction avec les expé-
riences. Adda-Bedia et Pomeau (1995) ont calculé KII pour une perturbation sinusoïdale, en
associant la stabilité vis-à-vis de cette perturbation au signe de KII. Plus récemment, Bouch-
binder et al. (2003) ont écrit une équation d’amplitude pour une perturbation sinusoïdale en
s’appuyant sur le critère de Hodgdon et Sethna (1993). Ces différents arguments demeurent
plus ou moins indirects, et nous nous proposons d’écrire une équation d’évolution pour une
perturbation quelconque en utilisant les seuls critères de propagation usuels (critère d’Irwin et
principe de symétrie locale). Ceci suppose de calculer les facteurs d’intensité des contraintes
pour une perturbation quelconque.
Dans ce qui suit, on travaillera avec des variables sans dimension en rapportant les lon-
gueurs à b, les températures à ∆T , et les contraintes à EαT∆T , où E est le module d’Young
et αT le coefficient de dilatation thermique. Le comportement de la fissure est régi par les deux
paramètres sans dimension P = bv/D, où D est le coefficient de diffusion, et KIc (rapporté à
EαT∆T
√
b).
2 Calcul des facteurs d’intensité des contraintes
Pour l’essentiel, le calcul des facteurs d’intensité des contraintes reprend la démarche de
Marder (1994) et Adda-Bedia et Pomeau (1995), et nous nous contenterons d’en indiquer les
principales étapes. On se place dans un repère dont l’axe x est l’axe de symétrie de la bande
et tel que la pointe de la fracture soit en x = 0 (voir la figure 1). On approche le champ de
température par
Tl(x) =
(
1− e−P (x+l)) θ(x+ l), (2)
où θ est la fonction de Heaviside et x = −l correspond à la surface du bain froid. Pour calculer
les facteurs d’intensités des contraintes, il faut résoudre les équations d’équilibre
∂σij
∂xj
= 0, ∇2σii = −∇2Tl, (3)
avec les conditions aux limites
σyy(x,±1) = σxy(x,±1) = 0, (4)
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σijnj = 0 sur la fissure, (5)
σij = 0 en x = ±∞, (6)
où −→n est la normale aux lèvres de la fissure. On considère une petite perturbation par rapport à
une trajectoire retiligne centrée, y(x) = Ah(x), où h(x) est défini pour x ≤ 0 et A ≪ 1, et on
développe les déplacements et les contraintes au premier ordre :
ui = u
(0)
i + Au
(1)
i +O(A
2), σij = σ
(0)
ij + Aσ
(1)
ij +O(A
2). (7)
Du fait de la symétrieA→ −A, le développement des facteurs d’intensité des contraintes prend
la forme
KI = K
(0)
I +O(A
2), KII = AK
(1)
II +O(A
2). (8)
En particulier, on a KII = 0 pour une fissure rectiligne centrée.
On considère tout d’abord le cas d’une fissure rectiligne, y(x) = A, avec A ≪ 1, auquel
on peut se ramener dans le cas général par un changement des conditions aux limites. Les
déplacements sont susceptibles d’être discontinus au niveau de la fissure, et on définit
[ui](x) =
ui(x,A + ǫ)− ui(x,A− ǫ)
2
. (9)
En revanche, les contraintes sont continues aux ordres considérés. En prenant la transformée de
Fourier suivant x et en faisant tendre A vers 0, on obtient
σˆ(0)yy (k, 0) = −F (k)
[
uˆ(0)y
]
(k) +D(k)Tˆl(k), (10)
σˆ(0)xx (k, 0) = H(k)σˆ
(0)
yy (k, 0) + S(k)Tˆl(k), (11)
σˆ(1)xy (k, 0) = ikσˆ
(0)
xx (k, 0)− P (k)
([
uˆ(1)x
]
(k)− ik [uˆ(0)y ] (k)) (12)
où
F (k) = k
sinh2 k − k2
sinh 2k + 2k
, D(k) = 2
(1− cosh k)(sinh k − k)
sinh 2k + 2k
, (13)
H(k) =
k2 + sinh2 k
sinh2 k − k2 , S(k) =
sinh k − k
sinh k + k
, P (k) = k
sinh2 k − k2
sinh 2k − 2k . (14)
Pour déterminer les facteurs d’intensité des contraintes, on résout les équations (10) et (12) par
la méthode de Wiener-Hopf. La solution d’ordre zéro obtenue par Marder (1994) conduit à
K
(0)
I =
∫ +∞
−∞
D(k)Tˆl(k)F
+(k)
dk
2π
=
∫ +∞
−∞
D(k)Tˆ0(k)F
+(k)e−ikl
dk
2π
(15)
où F (k) = F−(k)/F+(k) et F±(k) est analytique dans le demi-plan ±Im(k) > 0. A l’ordre
un, on peut décomposer K(1)II en
K
(1)
II [h] = κh(0) +K
(1)
II [h− h(0)], (16)
ce qui revient à décomposer une perturbation quelconque en une trajectoire rectiligne décentrée
et une trajectoire de forme arbitraire mais dont la pointe est centrée. Adda-Bedia et Pomeau
(1995) ont traité ce dernier cas en le ramenant à un problème de cisaillement sur une fissure
rectiligne centrée. Nous avons complété ces résultats en calculant κ, et obtenons finalement
K
(1)
II =
[
cK
(0)
I − ∂lK(0)I
]
h(0) +
K
(0)
I
2
h′(0) +
∫ 0
−∞
dx∂x
[
σ(0)xx (x, 0)h(x)
]
p+(−x). (17)
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où c est une constante donnée par
c = lim
k→∞
(ik)
3
2√
2
[
1
F−(k)
− 1
P−(k)
]
, (18)
p+(x) est défini par
p+(x) =
∫ +∞
−∞
P+(k)e−ikx
dk
2π
, (19)
et P+(k) est défini de manière analogue à F+(k) ; σ(0)xx (x, 0) est donné par l’équation (11).
3 Evolution de la fissure
Nous pouvons à présent examiner la forme prise par les critères de propagation pour une
petite perturbation. Le critère d’Irwin s’écrit K(0)I = KIc. On en conclut d’une part que le seuil
de propagation correspond à l’existence de l tel que K(0)I (l) = KIc. D’autre part, à l’odre un,
lorsque la fissure se propage, l a une valeur fixée quelle que soit la forme de la fissure, si bien
que l’on peut paramétrer l’évolution temporelle de la fissure par la position de sa pointe le long
de l’axe x dans un repère lié à la bande. La valeur de K(1)II lorsque la pointe est au point x est
donnée par
K
(1)
II (x) =
[
cK
(0)
I − ∂lK(0)I
]
h(x) +
K
(0)
I
2
h′(x) +
∫ 0
−∞
du∂u
[
σ(0)xx (u, 0)h(x+ u)
]
p+(−u),
(20)
et le principe de symétrie locale au point x s’écrit
0 =
[
cK
(0)
I − ∂lK(0)I
]
h(x) +
K
(0)
I
2
h′(x) +
∫ 0
−∞
dx∂u
[
σ(0)xx (u, 0)h(x+ u)
]
p+(−u). (21)
On voit donc que le principe de symétrie locale prend la forme d’une équation intégro-différentielle
pour h(x), que l’on peut rapprocher de celles obtenues par Gol’dstein et Salganik (1974) et Cot-
terell et Rice (1980) pour des fissures dans une plaque infinie.
4 Transition vers une trajectoire oscillante
Pour déterminer le seuil d’instabilité, il faut examiner l’évolution d’une petite perturbation,
ce qui revient à considérer le problème suivant : étant donné une trajectoire h(x) définie pour
x ≤ 0 (et ne satisfaisant pas nécessairement K(1)II (x) = 0 pour x < 0), trouver un prolongement
de h tel que K(1)II (x) = 0 pour tout x > 0. Toutefois, il n’est pas nécessaire de résoudre
explicitement ce problème pour déterminer le seuil d’instabilité. En effet, σ(0)xx (x, 0) décroît
exponentiellement pour x → −∞, et l’on peut s’attendre à ce que le comportement aux temps
longs de la fissure soit analogue à celui d’une trajectoire satisfaisant K(1)II (x) = 0 pour tout
x ∈ R, ce que confirment les simulations de Bahr et al. (1995). Il suffit donc d’étudier les
trajectoires de ce type pour déterminer le seuil d’instabilité. L’équation (21) étant linéaire et
homogène en x, on cherche des solutions de la forme h(x) = eiqx, pour lesquelles K(1)II prend la
forme K(1)II (x) = KII(q)eiqx. On a donc une solution si KII(q) = 0. En examinant les variations
de KII(q), nous trouvons que la stabilité est déterminée par des solutions correspondant à une
paire de modes conjugués. La figure (2) représente ces solutions pour une valeur donnée de P .
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FIG. 2 – Parties réelle (en trait plein) et imaginaire (en pointillés) de la solution de KII(q) = 0 (pour
P = 5). Lorsque Im(q) > 0, la fissure est rectiligne et centrée, et lorsque Im(q) < 0, le mode est
instable. Le seuil d’instabilité correspond à Im(q) = 0. La branche de solutions s’interrompt lorsque
Im(q) devient trop grand, car l’intégrale intervenant dans le calcul de KII(q) cesse de converger.
En répétant ce calcul pour différentes valeurs de P , nous obtenons le diagramme de phase
de la figure 3a. La figure 3b indique la longueur d’onde au seuil. Il est à noter que cette lon-
gueur d’onde est susceptible de différer de celle observée expérimentalement si la transition
est discontinue et que les oscillations ont une amplitude finie au seuil. Nos résultats diffèrent
légèrement de ceux Adda-Bedia et Pomeau (1995), particulièrement aux petites valeurs de P .
En revanche, nous n’avons pas pu vérifier si l’écart tend vers une limite finie ou nulle lorsque
P →∞.
5 Conclusions
En utilisant le principe de symétrie locale, nous avons obtenu une équation d’évolution pour
une fissure se propageant sous l’effet de contraintes thermiques. La transition vers une trajec-
toire oscillante est décrite en étudiant la stabilité des solutions de cette équation. Les résultats
obtenus diffèrent des prédictions antérieures de Adda-Bedia et Pomeau (1995), mais l’écart
attendu n’est important qu’aux petites vitesses de propagation, et il paraît difficilement envi-
sageable de le confirmer expérimentalement. En effet, comme le soulignent Bouchbinder et
al. (2003), le profil de température approché que nous avons utilisé n’est plus valable dans ce
regime. Nous nous proposons donc de comparer ces différents résultats avec des simulations
basées sur un modèle de champ de phase (article en préparation avec H. Henry).
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